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Dieser Artikel fithrt Annas Kinematik-Kapitel fort, weil die fiir mathemati-
sche Texte erforderlichen Erweiterungen von HTML von den géngigen Brow-
sern immer noch nicht brauchbar dargestellt werden. Das Schreiben von pdf-
Texten mit TEX ist deshalb fiir mich angenehmer als das Einfiigen unzéhliger
Graphiken in HTML-Texte.

Inhaltsverzeichnis
1 Die Geschwindigkeiten
2 Das Zeit-Geschwindigkeits-Diagramm

3 Geradlinige Bewegung mit konstanter Beschleunigung

3.1  Zeit-Weg-Gesetz der gleichméfig beschleunigten Bewegung . . . . . . . . .
3.2 Zeit-Geschwindigkeit-Funktion der gleichméfBig beschleunigten Bewegung .
3.3 Durchschnittsbeschleunigung der gleichméflig beschleunigten Bewegung . .
3.4 Zeit-Weg-Funktion der gleichméfig beschleunigten Bewegung . . . . . . . .
3.5 Zeit-Geschwindigkeit-Gesetz der gleichméfig beschleunigten Bewegung .
3.6 Zeit-Beschleunigung-Gesetz der gleichméflig beschleunigten Bewegung . . .
3.7 Endgeschwindigkeit bei konstant beschleunigter geradliniger Bewegung

W W

(o> o) o))



1 Die Geschwindigkeiten

Lasst man einen moglichst schweren Gegenstand nach leichtem Anstoflen antriebslos nur
langsam iiber ein exakt waagerecht ausgerichtetes Luftkissen oder Magnetfeld schweben,
dann bleibt die Erdanziehung wirkungslos und die bremsende Wirkung des Luftwiderstan-
des ist gering. Misst man nun zu verschiedenen Zeitpunkten ¢; die bereits zuriickgelegte
Strecke s; oder auf verschiedenen Streckenabschnitten As = s, — s; die zwischen beiden
Messungen verstrichene Zeit At =ty — t1, dann ergibt eine Division von s; durch t; bzw.
As/At immer ungefihr den selben Quotienten @. Der Strich iiber dem T bedeutet, dass
es sich um eine gerichtete Grofie! handelt.
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Geschwindigkeit ist also die zuriickgelegte Wegstrecke pro Zeiteinheit. Der zuriickgelegte
Weg nimmt proportional zur verstrichenen Zeit zu, und man nennt dies das Zeit-Weg-
Gesetz. Die Zeit-Weg-Funktion lautet s(t) = vt. Die Einheit der abgeleiteten physika-
lischen Grofle Geschwindigkeit v (lateinisch velocitas) leitet sich von den physikalischen
GrundgroBen fiir Zeit t (lateinisch tempus) und Weg s (lateinisch spatium) ab:
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Solange die Bewegung geradlinig und gleichférmig ist, spielen die Zeitpunkte und die
zeitlichen Abstédnde zwischen den Ortsbestimmungen keine Rolle. Misst man jedoch eine
sich verdndernde Geschwindigkeit, dann haben die Messzeitpunkte und deren Abstédnde
entscheidenden Einfluss auf das Ergebnis.

Abbildung 1: Geschwindigkeitsbestimmung im Zeit-Weg-Diagramm

insm Der Bestimmung der Geschwindigkeit
P, 7 liegen zwei Messpunktej P (t1]s1) und

3 11 Py(t3]s2) zugrunde. An diesen Messpunk-
As =|sy — 81 ten werden jeweils moglichst genau der

9 Py \ Zeitpunkt und der Ort oder die be-

A

> reits zuriickgelegte Wegstrecke gemessen.
At =ty —t Dann berechnet man die zwischen bei-
1 den Zeitpunkten verstrichene Zeitspanne
als Differenz zwischen den Zeitpunkten
t; und t, sowie die in dieser Zeitspanne
1 2 3 4 tins zuriickgelegte Wegstrecke sy — s;.

Da Bewegungen normalerweise nicht geradlinig und gleichférmig sind, betrachtet man in
der Physik die abgeleitete Gréfle Geschwindigkeit differenzierter. Die Abbildung 1 zeigt
zwei unterschiedliche Geschwindigkeitskurven, die sich aber an den beiden Messpunkten

!Eine gerichtete physikalische Gréfie nennt man Vektor, eine ungerichtete Skalar.



P, und P, schneiden. Ermittelt man anhand dieser beiden Messpunkte die Geschwindig-
keiten, dann wird in beiden Féllen das Ergebnis identisch sein. Aber wéihrend bei der ei-
ne geradlinig-gleichférmige Bewegung bzw. konstante Geschwindigkeit représentierenden
Geraden die Wahl der Mefpunkte keine Rolle spielt, wire das Ergebnis der Geschwin-
digkeitsbestimmung bei der kurvigen Kurve ein ganz anderes gewesen, wenn man zwei
andere Mefipunkte gewéhlt hitte. Dies macht deutlich, dal man hier eigentlich nur die
auch Intervallgeschwindigkeit genannte Durchschnittsgeschwindigkeit zwischen zwei be-
stimmten Zeitpunkten berechnet hat. Der Verlauf der Kurve zeigt, dass sich zwischen den
beiden Messpunkten die tatéchliche Geschwindigkeit der entsprechenden Bewegung stén-
dig verdndert hat. Um die Diskrepanz zwischen der Momentangeschwindigkeit zu einem
Zeitpunkt und der Intervallgeschwindigkeit zwischen zwei Zeitpunkten moglichst gering zu
halten, muss man das Zeitintervall zwischen den Messpunkten moglichst klein halten.

2 Das Zeit-Geschwindigkeits-Diagramm

Anstatt wie in Abbildung 1 auf der vorherigen Seite die zuriickgelegte Wegstrecke als Funk-
tion der Zeit aufzutragen, kann man auch in einem sogenannten Zeit-Geschwindigkeits-
Diagramm die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit auftragen.

Abbildung 2: Das Zeit-Geschwindigkeits-Diagramm

m /‘é] I Dieses Diagramm zeigt unten eine kon-
// stante Geschwindigkeit, in der Mitte ei-

3 > ne mit konsanter Beschleunigung zuneh-
_—] mende Geschwindigkeit und oben die

9 | Entwicklung einer Geschwindigkeit, de-

t to ren Beschleunigung immer mehr ab-

nimmt und schliefllich sogar negativ
1 wird. Bei konstanter Geschwindigkeit
As = v|- At lasst sich leicht die zwischen zwei Zeit-
punkten ¢; und 5 zuriickgelegte Wegstre-
1 2 3 4 t[s] cke berechnen.

Konstante Geschwindigkeiten erkennt man in Zeit-Weg-Diagrammen wie Abbildung 1
auf der vorherigen Seite an konstanten Steigungen, wiahrend sie in Zeit-Geschwindigkeits-
Diagrammen wie Abbildung 2 als waagerechte Linien erscheinen. In Zeit-Geschwindigkeits-
Diagrammen bedeuten Geraden mit konstanter Steigung gleichméflig zu- oder abnehmen-
de Geschwindigkeiten aufgrund gleichbleibender Beschleunigungen. Zeit-Weg-Diagramme
zeigen gleichméfige Beschleunigungen als quadratische Funktionen (Parabeln).

3 Geradlinige Bewegung mit konstanter Beschleunigung

3.1 Zeit-Weg-Gesetz der gleichmiaBig beschleunigten Bewegung

Man kann das in Kapitel 1 auf der vorherigen Seite beschriebene Experiment so modifizie-
ren, dass bei schrig gestellter Schwebestrecke die Erdanziehung oder mit einem Luftstrom



eine andere Kraft auf nicht zu groler Strecke praktisch gleich bleibend auf den bewegli-
chen Gegenstand wirkt. Misst man nun wieder zu verschiedenen Zeitpunkten ¢; die bis
dahin zuriickgelegten Strecken s;, dann bilden die Messwerte im Zeit-Weg-Diagramm an-
ders als bei einer nicht beschleunigten und daher geradlinig und gleichférmigen Bewegung
keine Gerade, sondern eine Kurve, die einer Parabel zumindest dhnelt. Daraus folgt die
Vermutung, das mathematische Verhéltnis zwischen den gemessenen Zeitpunkten ¢; und
den zugehorigen Wegstrecken s; konnte ein quadratisches sein. Man kann diese Vermutung
leicht verifizieren, indem man jede Wegstrecke s; durch das Quadrat des entsprechenden
Zeitpunktes t; teilt und immer ungefahr den selben Quotienten C erhélt.
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Das Zeit-Weg-Gesetz bzw. die Zeit-Weg-Funktion dieser Bewegung lauten daher:

=, (2)

s=0-1* bzw. s(t) =Cy - t? (3)

Die Wegstrecke nimmt also proportional zum Quadrat der verstrichenen Zeit zu und die
Zeit-Weg-Kurve ist ein Parabel-Ast.

3.2 Zeit-Geschwindigkeit-Funktion der gleichmaBig beschleunigten
Bewegung

Im Gegensatz zur gleichformigen Bewegung sind die als Quotienten der Wegstrecken s;
und Zeitpunkte ¢; bzw. Wegabschnitte As und Zeitintervalle At ermittelten Geschwin-
digkeiten v; nicht alle gleich, sondern bilden im Falle einer gleichméflig beschleunigten
Bewegung in einem Zeit-Geschwindigkeits-Diagramm eine Gerade mit einer von Null ver-
schiedenen positiven oder negativen Steigung. Ein Beispiel dafiir ist die Gerade in der
Mitte der Abbildung 2 auf der vorherigen Seite. Eine Gerade ergibt sich deshalb, weil die
Geschwindigkeit 7 = s/t in gleich langen aufeinander folgenden Zeitabschnitten At stets
um den selben Betrag Av, aber auch unabhéngig von der Wahl der Zeitabschnitte immer
proportional zur Zeit zu- oder abnimmt. Lésst man das Experiment mit einem ruhenden
Korper beginnen, dann kann man in der Gleichung 4 auf einen y-Achsenabschnitt verzich-
ten, sofern man immer genau zwischen zwei Zeitmesspunkten ¢; und ¢;,; iiber den Mitten
tm die Intervall- oder Duchschnittgeschwindigkeit v, = As/At,, auftriagt. Man bekommt
so eine durch den Koordinatenursprung gehende Gerade mit einer Geradengleichung, wel-
che der Zeit-Geschwindigkeit-Funktion entspricht, fiir jedes noch so kleine Zeitintervall
gilt und deshalb fiir jeden Zeitpunkt die Momentangeschwindkeit angibt:

V=C0Ch -ty <=v=0a-t, (4)

3.3 Durchschnittsbeschleunigung der gleichmaBig beschleunigten
Bewegung

Geméaf Gleichung 4 nimmt die Geschwindigkeit v proportional zur verstrichenen Zeit t
zu. Physikalisch bedeutet dies, dass unter gleichbleibender Krafteinwirkung die Geschwin-
digkeit oder zumindest ihre auf die einwirkende Kraft gerichtete Komponente gleichméfig
zu oder abnimmt. Diese gleichméflige Zu- oder Abnahme der Geschwindigkeit ¥ nennt
man eine konstante oder gleichméfiige Beschleunigung @ (lateinisch accelerare), die ma-
thematisch dem Proportionalitidtsfaktor Cy entspricht. Also bewirkt eine gleichbleibende



Krafteinwirkung eine konstante Beschleunigung @ und eine geradlinig gleichméflig be-
schleunigte Bewegung eines beweglichen Korpers.

Die Intervall- oder Durchschnittsbeschleunigung @ zwischen zwei beliebigen Messpunkten
(t1|v1) und (t2|ve) ist der Quotient aus der Geschwindigkeitsdnderung Av = v, — 7 und
der dabei verflossenen Zeit At = t9 — ;.

AU Uy -1y sy/At— s /At (so—s1)/At  As/At  As As
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At ty—t ty — At At At2 A2 (5)
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Dementsprechend erhélt man die Einheit der Beschleunigung:

Av  1m/s
At 1s

a= =1m/s®

Eine konstante Beschleunigung um @ = 1m/s? bedeutet, dass die Geschwindigkeit v pro
Sekunde um 1m/s gleichméBig zunimmt.

Eine Auflésung der Gleichung 5 nach der Anderung der Geschwindigkeit AT ergibt:

AU L
_E@Av_a-At (6)
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3.4 Zeit-Weg-Funktion der gleichmaBig beschleunigten Bewegung

Will man bei konstant steigender Geschwindigkeit mit der nach s aufgeldsten Gleichung 1
auf Seite 1 die bereits zuriickgelegte Wegstrecke berechnen, dann kann dies nur auf
der Grundlage von Durchschnittsgeschwindigkeiten geschehen, die fiir bestimmte Zeit-
abschnitte zu berechnen sind. Steigt beispielsweise die Geschwindigkeit innerhalb einer
Sekunde um 1 Meter pro Sekunde von 5 m/s auf 6 m/s, dann betriagt die Durchschnitts-
geschwindigkeit: Sm/stém/s 5,57 . Allgemein ist die Durchschnittsgeschwindigkeit zwi-

2
schen zwei Zeitpunkten ¢; und t,:

T +T At taty  _ti+t

v 2 2 — 9Ty (")

Man kann es sich einfach machen und den Zeitpunkt ¢; auf einen Nullpunkt setzen, an
dem die Beschleunigung plotzlich einsetzt und an dem auch die Geschwindigkeit noch den
Wert 0 besitzt. Dann vereinfacht sich die Gleichung 7 zu:

atl + 1o 0+t t 1

5 = a 5 = GE = 5@252 (8)

QU =

Kommen wir nun zuriick zum urspriinglichen Anliegen, bei konstant steigender Geschwin-
digkeit mit der nach s; aufgeldsten Gleichung 1 auf Seite 1 (v = $t) die bereits zuriickge-
legte Wegstrecke zu berechnen. Wir kénnen in den Gleichungen 7 und 8 die Durchschnitts-
geschwindigkeit ©v gemafl Gleichung 1 auf Seite 1 durch i—’ ersetzen und dann nach s;

auflosen. Dabei entspricht in Gleichung 9 der Zeitpunkt ¢; dem zeitlichen Mittelwert 432:

. _ti+t S _t1+ 1t _ b1+ 1o
QU =1a 5 e — s =a( 5 )2 (9)
2
_ 1_ S9 1_ 1_ 2
— —at 2 a = —a(t 10
Qv 2a2<:>t2 2a2<:>52 2@(2) (10)



Demnach lauten die Bewegungsgesetze der geradlinig gleichmiiBig beschleunigten® Bewe-
gung:

Zeit-Weg-Funktion 5
Zeit-Geschwindigkeit-Funktion v = at

Setzt man eine konstante Beschleunigung @ = 1m/s? in die Gleichungen 6 auf der vorhe-
rigen Seite und 9 auf der vorherigen Seite ein und berechnet Av und s fiir verschiedene
Zeitpunkte t; bzw. Zeitabschnitte At, dann erhélt man Wertetabellen fiir die Entwicklung
der Geschwindigkeit und die zuriickgelegte Wegstrecke.

Tabelle 1: Entwicklung der Durchschnittsgeschwindigkeiten und Wegstrecke

Zeitpunkte 1s 2s 3s 4s s 6s
Av = 1m/s* - At Im/s | 2m/s | 3m/s | 4m/s bm/s 6m/s
Zeitpunkte 0, 5s 1,5s 2,5s 3,5s 4,55 5,98

s =1m/s*- (832)? [ 0,25m | 2,25m | 6,25m | 12,25m | 20,25m | 30,25m

Abbildung 3: Weg und Geschwindigkeit bei konstanter Beschleunigung

7 in ¢130,25 Dieses Diagramm visualisiert die Wertetabelle
(=] ” _ und zeigt, dass bei konstanter Beschleunigung die
[ s in [m] Geschwindigkeit konstant zunimmt, wihrend die
zuriickgelegte Strecke quadratisch wéchst.
Der Geraden und der Parabel liegen die Werte-
tabellen zugrunde, die mit folgenden beiden Glei-
| chungen berechnet wurden:
|
H-20.25 AT =a- At <= AT = 1m/s? - At
/
t t t1+1
s=1a-( 1; 2)2<:>s:1m/s2-(—1+ 2)2
/
/
gl [ 112,25
/
/
/
61114 6,25
s
4
3
5|14 2,25
1
0,25
123456
tin [s]

2Bei negativer Beschleunigung spricht man h#ufiger von Verzogerung bzw. verzogerter Bewegung.



3.5 Zeit-Geschwindigkeit-Gesetz der gleichmaBig beschleunigten
Bewegung

Setzt man die rechte Seite des Zeit-Weg-Gesetzes 3 auf Seite 3 fiir die s; und sy in der
Differenzenschreibweise der allgemeinen Geschwindigkeitsgleichung 1 auf Seite 1 ein, dann
erhélt man fiir die Intervallgeschwindigkeit mit ¢; # to:

A — Cit? — Chty? o — 1,2 to+t1)(t —t

As _ss—s1_ City 1’ _ o b2 1201(2 1)(to 1):C’1(t2+t1)
At to — t1 to — t1 to — 11 to — tq

V=

Dies gilt fiir beliebige und vor allem auch fiir beliebig kleine Differenzen ¢ —t¢;. Betrachtet
man einen schon fast zum Zeitpunkt geschrumpften Zeitraum t, — t;, dann wird aus der
Intervallgeschwindigkeit eine Momentangeschwindigkeit und dann sind ¢; und ¢, prak-
tisch gleich grof3. Deshalb lasst sich v = C(ts + t;) zum Zeit-Geschwindigkeit-Gesetz der
gleichméfig beschleunigten Bewegung vereinfachen:

7 =204t (11)

3.6 Zeit-Beschleunigung-Gesetz der gleichmiaBig beschleunigten
Bewegung

Setzt man die rechte Seite der Gleichung 11 fiir die Geschwindigkeiten 77 und 75 in die
Gleichung 5 auf Seite 4 fiir die Intervall- oder Durchschnittsbeschleunigung ein, dann
erhdlt man unter der Bedingung t; # t5 das Zeit-Beschleunigung-Gesetz der gleichméfig
beschleunigten Bewegung.

AT Uy — U1 201752 — QCltl to — 11

a=—-—= = =2C =2C 12
“ At tQ _tl t2 —tl 1t2 _tl 1 ( )

Gleichung 4 auf Seite 3 zeigt, dass @ der Konstanten C5 entspricht. Laut Gleichung 12
muss also gelten 2C, = Cs.

3.7 Endgeschwindigkeit bei konstant beschleunigter geradliniger
Bewegung

Lost man die Gleichung 6 auf Seite 4 (A7 = @- At) nach At auf (At = 22) und setzt dies

a

in Gleichung 10 auf Seite 4 (As = $aA¢?) ein, dann erhélt man:
1 Ay AD?
As = EaAt2<:>2As:a(7v)2 <« 2As = TU <~ 2-As-a=Av?
a a

= Av=vVv2-a-As (13)

A7 ist die Geschwindigkeitsdnderung, die bei einer konstanten Beschleunigung @ insgesamt
auf einer Strecke As erreicht wird. Wenn die Geschwindigkeit zu Beginn der Beschleuni-
gung gleich Null war, dann entspricht Av der Endgeschwindigkeit v.
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